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Redes de Petri: introducao

s Introduzidas em 1962 por O O
Carl Adam Petri (tese de PhD) D ¢ D
1 1 2
s Foco na modelacao de concorréncia

s Foco no acto de comunicar e nao nos dados
comunicados

s Comunicacao modelada por um token que nao contem dados

s Todos os comportamentos que nao contribuam para
a emissao ou consumo de tokens sao omitidos do
modelo

s A concorréncia pode ser estudada na sua forma
mais pura
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Petri Nets: Definicao

Def.: Uma rede de Petri N é definida como
N=(P,T,A,w,x ), em que:

s P — Conjunto finito de lugares (places)
s T — Conjunto finito de transicoes (transitions)
s A — Conjunto de arcos/ramos (arcs)
sAc PxXxT)u (TxP)
s W - funcao de peso (weight function)
s W: A= IN
s X, — vector de marcacao inicial (initial marking vector),

equivalente a nocao de estado inicial em maquinas de
estados

4 XOE INIP!
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Petri Nets: Exemplo

- Rede de Petri com dois lugares {p,,p,} € uma transi¢ao
{t;}
s As tokens movem-se de um lugar para outro por
meio das transicoes
s Cada transicao “consome” w tokens quando dispara
s Valor indicado por um numero junto ao arco (1 se omitido)

= A marcacao x indica quantos tokens estao em cada
lugar
s No exemplo temos x=[x(p,),x(p,)]=[1,0]
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Petri Nets: transicao permitida

Def. Seja a rede de Petri N=(P,T,A,w,X).

« |(t)={p € P|(p,t) € Al éo conjunto de lugares de
entrada da transicao t

« O()={p € P|(t,p) € Al éo conjunto de lugares de
saida da transicao t

Uma transicao “t” esta no estado permitido (enabled) se
x(p)=w(p,t) VpeI(t)

s De uma forma informal diz-se que transicao é permitida
se cada um dos seus lugares de entrada tem pelo menos
tantos tokens quantos o peso do respectivo arco.

s No exemplo da figura a transicao t, € permitida
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I Petri Nets: funcao de transicao

I Def. Seja a rede de Petri N=(P,T,A,w,Xx ), com

P={p,, ....p, .} lugares e x=[x(p,), ..., X(p. ,)] a
respectiva marcacao.
A funcao de transicao G:(IN"l x T)—=INI"define-se como

G(x,t)= X' se x(p)= w(p,t) Vpel(t)
X caso contrario

com X'(p.)=x(p,)-w(p.,t)+w(t,p,), para O=i=n

Informalmente:
s Se uma transicao nao é possivel a marcacao nao se altera

s Quando uma transicao t (permitida) é “disparada”:
I. O numero de tokens em cada pel(t) é reduzida de w(p,t)
ii. O numero de tokens em cada pe O(t) € aumentada de w(t,p)
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Petri Nets: funcao de transicao

- Eg. Considere a rede de Petri N=(P,T,A,w,x ), com:

s P={p, ...p,}, T={t,t, L.},

s A={(Py:t):(P:t5).(P,:1,).(P5,1,) . (P4,8,) . (P,,8) (t,,P,), (t,,P,) (L,,0,),
(t,,0,).(t,,p,)}, o g

s w(@)=1VaceEA,

s x0=[2,0,0,1]

o t1 p4

t3
3

s Quais as transicoes permitidas?
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Petri Nets: funcao de transicao
- E.g. (cont): ... Apds o disparo de t,

X,=[2,0,0,1}

!
X =[1,1,1,1]

Agora t1,t2 e t3 sao permitidas! Qual(is) dela(s) deve(m) disparar?

A semantica das Petri Nets nao o define!
Assim, as PN sao inerentemente nao
deterministicas!
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Petri Nets: funcao de transicao

* E.g. (cont): Duas possibilidades:

1) t2 pode disparar arbitrariamente, acumular]gootgkle_ns em p4, ou
. . X =
=0 L=y~ )y~ )y~

d(t1)
x,=[1,1,1,1]

.. (£2) _
x =[1,1,1,n

e (£2)
ii) t3 dispara, levando ao estado x,=[0,1,0,0] em que néao ha
transicoes permitidas

x,=[2,0,0,1]
! (1)
x =[1,1,1,1]
! (t3)
x,=[0,1,0,0]
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Petri Nets: Conjunto de Alcancabilidade
(Reachability set)

Def. “Alcancabilidade” (Reachability)
- Paraa PN N=(P,T,A,w,x)) e um dado estado x, um

estado y diz-se imediatamente alcancavel a
partir de x se existe uma transicaot € T tal que
G(x,H)=y.

* O conjunto de alcancabilidade R(x) € o menor
conjunto de estados definidos por:

. X € R(x)
ii. Sey € R(x) e z=G(y,t) para algumt €T, entao z
e R(x).
Informalmente, o conjunto de alcancabilidade de um estado

inclui todos os estados que possam eventualmente ser
atingidos disparando repetidamente transicoes
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Petri Nets: Matriz de incidéncia

Def. Seja a rede de Petri N=(P,T,A,w,Xx ), com
P={p,, ....p e T={t ...t }

* O vector de disparo u=[0,...,0,1,0,...,0] € o vector
de dimensao m em gue 1=j=m corresponde a
transicao L. Todas as entradas do vector excepto
uma Sao zero.

A matriz de incidéncia A é uma matriz m*n cuja
entrada (j,i) € a,,;=w(t,p,)-w(p,t)

A matriz de incidéncia contem informacao acerca do
efeito liquido de disparar a transicao t no lugar p.. A

matriz de incidencia permite calcular a evolucao de uma
rede de Petri, por meio da denominada equacao de estado

xX'=x+u.A
Vi.v



I Petri Nets: Uso da matriz de incidéncia

I * E.g. Considere o exemplo apresentado no slide 7

1 1 1 o tldispara
A= 0o o0 o0 1
1 0 -1 -1

X,=[2,0,0,1]
u.=[1,0,0], u,=[0,1,0],u,=[0,0,1]

s Passo 1.t dispara: D4 4.
X1:Xo+u1'A:[2,0,0,1]"'[1,0,0]*[01 0 0 ﬂ

=[2,0,0,1]+[-1,1,1,0]=[1,1,1,1]
gue é o mesmo resultado obtido por analise grafica!
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I Petri Nets: Uso da matriz de incidéncia

p2 t2

I E.g. (cont).

I s Passo 2. t, dispara:

X =x,+U A = [1,1,1,1] + [0,0,1]*{3 o o ?]
-1 0 -1 -1
=[1,1,1,1]+[-1,0,-1,-1]=[0,1,0,0]

» Passo 3. t3 dispara novamente:’ , |, ,
X,=X,tU,.A = 0,1,0,0] + [0,0,1]* _01 0 o0 11

0o -1

=[0,1,0,0]+[-1,0,-1,-1]=[-1,1,-1,-1

Vector de estado com
valores negativos!!
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I Petri Nets: Modelacao de entradas e saidas

I Modelacao explicita de 1/O puts outputs

s Como lugares sem ramos de
entrada (inputs) e lugares sem
I ramos de saida (outputs)

Presume-se que o “ambiente”
coloca tokens nos lugares de
entrada e os consome dos
lugares de saida

s Como transicoes

O ambiente controla quando e
guais as transicoes de
entrada que devem disparatr,
e consome 0s tokens emitidos
pelas transicoes de saida
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I Templates para casos-padrao

s Composicao sequencial:
- Uma rede tem de produzir tokens
consumidos pela outra rede

I Composicao de duas redes
* A combinacao de duas redes pode ser:
s Composicao em paralelo:

omposicao sequ

- Transi¢cO0es podem ocorrer em

paralelo (desde que haja tokens E 2
disponiveis)
Fork e Join 6 6
s Divisao e agrupamento de fluxos de
controlo %D @ @
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I Exclusao mutua

Templates para casos-padrao

s (Os dois processos nao
entram em simultaneo
na regiao critica,

Processo 1

Critical
Section

p3

p6

pl

p4

p5

Processo 2

p2

Critical
Section

o

s Facilmente generalizavel a um numero arbitrario de

Processos

s Permite também limitar a k 0 nUmero de processos que
podem usar um certo recurso
k € a marcacao inicial de p4

V1.0 Novembro/2008

P. Pedreiras * EMPSE

16



I Produtor/Consumidor (1)

Templates para casos-padrao

s O produtor coloca dados
num buffer e o consumidor
posteriormente Ié os dados
do mesmo buffer

Producer

Produce

Putin
buffer

pl

Consumer

e

p2

Remove
from
buffe

Consume

s Calculando o numero maximo de tokens que podem
aparecer em B ¢é possivel calcular a dimensao maxima

do buffer de dados

V1.0 Novembro/2008
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I Templates para casos-padrao

I Produtor/Consumidor (2) . i
buffer finito p

Produce

Consume

s Com uma pequena

modificacao é possivel
condicionar a activacao
do produtor a disponibilidade de espaco no buffer
s |nicializa-se o lugar B' com o n tokens, em que n
corresponde a dimensao maxima do buffer
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I Métodos de analise para redes de Petri

A modelacao de sistemas tem por objectivo

geral responder a perguntas como:

s |ra o sistema alguma vez entrar num certo estado
particular?

s Serda o sistema sempre capaz de evitar certos
estados “perigosos” ?

s Sera o sistema sempre capaz de reagir a inputs?

s Sera que o sistema alguma vez alcancara um
certo estado desejado?

Nos slides seguintes iremos vez se e como € que
estas perguntas podem ser respondidas no
contexto das redes de Petri.
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A arvore de cobertura
(coverability tree)

arvore de cobertura como
uma arvore em que 0s
arcos representam
transicoes e 0S hos
denotam o conjunto de
estados que podem ser
atingidos por uma

I  |Informalmente define-se a

sequéncia de transicoes.

. - >[13 ]-3 O) O] t
A raiz da arvore é o estado 3
correspondente a 4 [1,0,0, 1]
marcacao inicial da arvore. 0.0 1 0] U
Espaco de estados finito; L
A arvore contem todos os estados -~ [1,1,0,0]

e respectivas transicoes

20



I A arvore de cobertura
(coverability tree)

I « Nem sempre as redes de Petri apresentam espaco

de estados finito.
s Arvore de cobertura de PN com espaco de estados

infinito
s O simbolo o representa um numero ilimitado de tokens
Pl p2 11, 1, 0, O] |
t ¢ L
A : '
tl [0, O, 1, O] [0, 0, 1) 2]

Ly 2

[1, 1,0, 1] [1,1,0, o]«

| ty Ly

0,011 [0,0,1, ]
pa t2¢ t2¢
[1’ 1’ O: 2] [1, 1, O, Q)]
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A arvore de cobertura: Definicao Formal
(coverablllty tree)

Def. Seja a rede de Petri N=(P,T,A,w,X,),

s A arvore de cobertura € uma arvore em gque 0S ramos
denotam transm;oes teTeosnos representam

estados m-estendidos da rede de Petril.

s Um estado w-estendido x consiste num vector de

marcacao x € (IN"'x w)" o qual representa todos 0s
estados da rede que podem ser derivados substituindo
® por um numero natural n € IN.

V1.0 Novembro/2008 P. Pedreiras * EMPSE
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A arvore de cobertura: Definicao Formal
(coverability tree)

Def. (cont.)

s Diz-se que um certo estado x cobre o estado y se:
VpeP:x(p)=wou {x(p)= we x(p)=y(p)}

= A no terminal é um estado w-estendido em que
no qual nao ha transicoes permitidas

= A no duplicado € um estado w-estendido que ja
existe algures na arvore de cobertura

V1.0 Novembro/2008 P. Pedreiras * EMPSE
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I Arvore de cobertura: algoritmo de
construcao

Algoritmo Karp-Miller

1. Label initial marking MO as the root of the tree and tag it as new
2. While new markings exist do:
s select a new marking M
s |f M Is identical to a marking on the path from the root to M,
then tag M as old and go to another new marking
s |f no transitions are enabled at M, tag M dead-end
s while there exist enabled transitions at M do:
- obtain the marking M’ that results from firing t at M
- on the path from the root to M if there exists a marking M”
such that M’(p)>=M"(p) for each place p and M’ is
different from M”, then replace M’(p) by w for each p such
that M’'(p) >M”(p)
- Introduce M’ as a node, draw an arc with label t from M to
M’ and tag M’ as new.
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Analise de redes de Petri

A arvore de cobertura permite responder a
diversas das guestoes formuladas
Inicialmente!

Limitacao e seguranca (boundeness, safeness)

* Os lugares representam vulgarmente recursos fisicos
como buffers, filas, etc. Se na arvore de cobertura existe

pelo menos um estado em que o simbolo ® aparece
entao a rede € nao limitada.

e Se 0 lugar corresponder fisicamente a um certo recurso
fisico limitado o sistema nao € seguro pois 0 recurso em
causa pode ser esgotado!

V1.0 Novembro/2008 P. Pedreiras * EMPSE
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Analise de redes de Petri

Conservacao (conservation)

Em muitos sistemas é necessario verificar a propriedade da
conservacao, i.e., se 0 numero de tokens se mantéem
constante. E.g. se os tokens representarem impressoras, €
Importante verificar gue, apos a submissao de trabalhos as
Impressoras sao libertadas.

s Uma rede de Petri € conservativa em sentido estrito se
para todos os estados alcancaveis o numero de tokens é

constante
2. y(p)=2_ x,(p)
s Esta propriedade pode ser tomada também em sentido
lato, quando apenas um conjunto de lugares contribuem
para a propriedade da conservacao. Neste caso a equacao

acima aéolica-se apenas a esse conjunto.
V1.0 Novembro/200 P. Pedreiras * EMPSE 26



Analise de redes de Petri

Cobertura (coveranility)

A simples inspeccéao visual da arvore de cobertura permite
determinar a cobertura. Ha algoritmos eficientes para
calculo de sequéncia de transicdes mais curta que leva a
um estado que cobre outro

s Nota: diz-se que um estado x cobre um estado y se
pelo menos todas as transicoes permitidas em y 0 sao
também em x, ou seja:

« VpePx(p)=y(p)

Limitacoes

No caso geral a arvore de cobertura nao permite
determinar o conjunto de estados alcancaveis, o0 que
acaba por limitar a efectividade desta ferramenta na

deteccao de deadlocks, liveness, etc.
V1.0 Novembro/2008 P. Pedreiras * EMPSE 27



Analise de redes de Petri

Limitagcoes (cont)
Considere-se as seguintes redes de Petri: »

pl pl [0, 1, 0]

p3 AN [1,0,®]

*Duas redes diferentes que tém a mesma arvore de cobertura
s Na arvore a esquerda p3 pode ter qualquer numero inteiro de tokens
s Na arvore a direita p3 tem sempre um numero par de tokens

V1.0 Novembro/2008 P. Pedreiras * EMPSE 28



Analise de redes de Petri

Limitacoes (cont)
Considere-se as seguintes redes de Petri: (1,0, 0]

p3
t3

[1, 0, 00] [O 1, ®]

S

[01(0] [1,0, o]

Duas redes diferentes que tem a mesma arvore de cobertura
s A arvore a esquerda pode entrar em deadlock (e.g. t1,t2,t3)
s Na arvore a direita nao ha deadlocks

V1




Analise de redes de Petri

Limitacoes (cont)
Apesar destas limitacoOes, a arvore de cobertura permite
resolver muitas situacoes praticas, e.g.:

s Se um estado sem ® aparece na arvore de cobertura
entao é alcancavel

s Se um estado nao aparece na arvore de cobertura
entao nao é alcancavel

e Assim, os redes de Petri permitem, em muitas situacoes
praticas responder a problemas de alcancabilidade,
livenesse e deadlock!
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Subclasses de redes de Petri

Introduzindo algumas restricoes pode
aumentar-se a capacidade de analise
efectiva das redes de Petri a custa de uma
reducao da sua expressividade

e Subclasses de rede de Petri:
« Maquina de Estados
s Grafos Marcados (Marked graphs)

V1.0 Novembro/2008 P. Pedreiras * EMPSE
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I Subclasses de redes de Petri

Maquina de Estados
s Cada transicao tem no maximo um

antecessor e um sucessor
I  Apenas modela causalidade e conflito
 Nao modela concorréncia nem sincronizacao de
actividades paralelas

O~ 0

s O espaco de estado e finito
« Conservativas em sentido estrito

V1.0 Novembro/2008 P. Pedreiras * EMPSE
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Subclasses de redes de Petri

Grafos marcados
s Cada lugar tem no no maximo um antecessor

e uUm sucessor
« Modela concorréncia
* Nao modela causalidade nem conflito

O

s Modelo equivalente ao SDF
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I Extensoes as redes de Petri

I Existem também extensodes as redes de Petri que
permitem aumentar a sua expressividade

I = Arcos inibidores
 Um arco inibidor modifica a regra de disparo,
por forma a que uma transicao é permitida
apenas quando existem tokens em todos 0s
seus lugares de entrada normais e nao ha
tokens nos lugares ligados por ramos
inibidores.

V1.0 Novembro/2008 Enabled Disabled Disabled
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Extensoes as redes de Petri

« Timed Petri Nets

Nocao de tempo pode ser associada a lugares,
transicoes ou mesmo arcos

» Tempo associado a lugares
« Um token chega a um lugar num instante t e apenas
fica disponivel para transicoes de saida apos um
tempo t+d. (tempo d especifico a cada lugar)

» Tempo associado a transicoes

 Cada transicao tem associados dois valores 7, e ..
Uma transicao apenas pode disparar se estiver
enabled durante 7, e tem de disparar antes do

tempo 7, ter decorrido (define janela de disparo)
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Extensoes as redes de Petri

« Timed Petri Nets (cont.)

= Tempo associado a arcos
« Um arco temporal que liga um lugar “p” a uma
transicao “t” tem associado um intervalo [d, d_].

e Quando um token chega a “p” no instante t o arco

contribui para o disparo da transicao “t” apenas
durante o intervalo [t+d,, T+d_].

e Se 0 token nao for consumido nesse intervalo nao
podera mais ser consumido por essa transicao.

Nota: ha muitas outras variantes de Timed
Petri Nets.
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Extensoes as redes de Petri

« Redes de Petri Coloridas

» Cada token tem associada um tipo ou cor

* Os lugares sao associados a tipos, 0S
guais restringem o tipo de tokens gue
podem receber

* Quando uma transicao dispara os tokens
consumidos sao transformados em tokens
eventualmente de outros tipos/cores

* Tipo de rede de Petri muito usado na
actualidade!!!

Muitas outras extensoes foram
desenvolvidas

V1.0 Novembro/2008 P. Pedreiras * EMPSE 37



EXxercicio

Exercicio: modelar, por meio de uma rede de
Petri, a operacao de um protocolo de
comunicacao do tipo “Send/Walit”

s Dols processos, um produtor e outro consumidor

s Processo produtor envia uma mensagem e tem de
aguardar por um acknowledge. Apos receber o
acknowledge pode efectuar processamento e
posteriormente enviara uma nova mensagem

s Processo consumidor aguarda que uma mensagem
chegue e, quando tal acontece, envia um acknowledge,
processa a mensagem e fica pronto a receber uma nova

mensagem
V1.0 Novembro/2008 P. Pedreiras * EMPSE
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Sender
Process

A

Ready to send

Send
Message

Receive

Ack

EXxercicio

Send
Channel
Wait Message
Ack Received
Receive
Channel
Ack . Ack
Received Sent

Ready to receive

Receive
Message

Send
Ack

e Calcular a arvore de cobertura

* Modificar para o caso de perda de mensagens

- Usar Timed Petri Nets para especificar timeouts
V1.0 Novembro/2008

P. Pedreiras * EMPSE

Receiver
Process
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Alguns links ...

e EXistem Imensos recursos na Internet sobre
Petri Nets, versando conceitos basicos,
extensoes, subclasses, ferramentas de
analise e simulacéao, etc.

* Um excelente repositorio de informacao

encontra-se em;:
http://lwww.informatik.uni-hamburg.de/TGl/PetriNets/

» Este site inclui também um excelente

levantamento de ferramentas de simulacao:
http://lwww.informatik.uni-
hamburg.de/TGl/PetriNets/tools/quick.html
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« Conceitos basi

Sumario

COS

* Definicao

« Subclasses

* Funcao de transicao > Maquinas de

» Conjunto de
alcancabilidade

Estados
* Grafos Marcados

* Modelacao de I/O

> Templates . Extensoes
. * Arcos Inibidores
« Analise | | > Timed Petri Nets
* Matriz de incidéncia » PN coloridas

» Arvore de cobertura

V1.0 Novembro/2008
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